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SOLUCION

Pregunta 1. (8 ptos.) Halle todos los valores de x € R tales que

2% — 4]
= 1<
T

Solucién: Trasladando verticalmente el grafico de la funcién x

)

observamos que

|2? — 4] = |(z — 2)(z + 2)]

*—4 ,siz € (—o0,—2]U[2,00)
4—2* [sixe(-2,2)

Luego, si z € (—o0, —2] U [2,00) se tiene que

|22 — 4 22 —4 2 —4
— <3 <= <3 —-3<0
x x x
2 4 _
x* —4 3x§0 (x+1)(z 4)§0
x x

por lo que el anélisis de signos

(—OO,—l) (_170) (074) (47 OO)
z+1 — + + +
x — — + +
r—4 — — — +

establece que todos los valores pertenecientes al conjunto
((—oo, U2 oo)) N ((—oo, 1]u (0,4]) = (—00, —2] U [2,4]

satisfacen la inecuacion.



Por otra parte, si € (—2,2) se tiene que

24 4— 2 4-— 2
2= ‘§3 — T <3 = 0<3-—2
x xr x
_ 2 _
OSSx 4+ Og(x+4)(x 1)
xr x

por lo que el anélisis de signos

(—OO, _4) <_4>0) (07 1) (1700)
x+4 — - + |+
r — = + |+
r—1 — — — +

establece que todos los valores pertenecientes al conjunto
(=2,2) 1 ([~4,0)U[1,00)) = (~2,0) U [L,2)

satisfacen la inecuacion.

Finalmente, la solucion viene dada por

|22 — 4]
T

<3 = uz¢ ((—oo, 92U [2,4]) U ((—2,0) U [1,2))

(.

v~

= (—00,0) U[L,4]

Pregunta 2. Sea

I1+y4—(z—1),size]l,3]

tr+1 ,six € (—o0,—2] U [6,00)

fz) =

a) (3 ptos.) Haga el gréfico de la funcién f.
(Ayuda: siy =1+ /4 — (z — 1)?, calcule (y — 1)? + (z — 1)? )

b) Demuestre que f es inyectiva comprobando que:

= (1 pto.) La funcién p(z) = 32 + 1 es inyectiva;

» (2 ptos.) La funcién h(x) =1+ /4 — (z — 1)? definida
sélo para x € [1, 3] es inyectiva;

» (1 ptos.) Siz € (—o0, —2] U [6,00) entonces p(z) no
pertenece al rango de la funcion h.



c) (3 ptos.) Halle la expresién de la funcién inversa f~!.

d) (2 ptos.) Dada la funcién g(z) = sen(x), determine el
dominio y el rango de la funciéon compuesta f o g.

e) (4 ptos.) Dada la funcién r(z)=1++/11z+ 3, halle (for)(z).

Solucién: A continuacién se muestra el grafico de la funcién f.
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La funcién p(x) = %x + 1 es inyectiva ya que

1 1
p(r1) = p(zy) = §x1+1:§x2+1 = I =Ty

La funcién h(z) = 1+ /4 — (x — 1)? definida sélo para = € [1, 3]

es inyectiva ya que

h(Il):h(ZEQ) — 1+\/4—(l’1—1> =1+ 4—(1'2—1)2

(21— 1) = (22 — 1)

V(e — 1) = /(22 — 1)2

ey = 1] = 2~ 1]

A

r1—1=29—1 pues 1,15 €[1,3]
— I = T2

Lo ultimo que falta para demostrar que la funcion f es inyectiva es
determinar que el rango de la funcién r y el rango de la funciéon h



son disjuntos. En efecto,
x € (—o0,—2]U[6,00) <— r<-2 o 6<ux
<= %x+1§0 0 4§%x+1
<~ p(x) € (—00,0] U 4, 00)
y, por otra parte,
€[,3] <<= 1<2<3 <= 0<z—-1<2
— 0<(z-1)0°<4 <= 0> —(v—1)*>—4
= A4>4—(1-17>0 <= 2>4—-(z—-1)2>0
= 3>1+/A—(z—12>1 <« h(z)e]l,3]
Asi, como
((=00,0] U [4,00)) N [1,3] = 0
se tiene entonces que p(z) no pertenece al rango de la funcién h

siempre que = € (—oo, —2] U [6, 00).

Como la funcién f es inyectiva entonces ella es invertible. Las ma-
nipulaciones algebraicas

1
y:§x+1 — 2y—-2=vx

y también

y=1+/4—(z—12 < (y—1>=4—(z—1)
= d—(y-1P=(@@-1)
= Vi-(y—-12=(z-12=|z—1]
— V4—(y—1)2=x—1 pues z€[l,3]

e VI D=

junto con los cdlculos anteriores, relacionados con el rango de la




funcién, establecen que la expresién de la funcién inversa f~! viene
dada por

2y — 2 ,siy € (—o0,0]U[4,00)

1+ 4—(y—1)2 ,siye(l,3]

Como —1 < sen(z) < 1, se tiene que g(z) = sen(z) pertenece al
dominio de la funcién f, que es igual a (—oo, —2] U [1, 3] U [6, 00),
unicamente cuando g(x) = 1. Asi,

f ) =

= El dominio de la funcién fog es {% +2rk k€ Z} ya que
es el conjunto de valores para los cuales el seno vale 1.

» El rango de la funcién fog es {3} pues f(1) =

Finalmente, determinaremos el dominio de la composicién ( for)(z)
encontrando cudles valores de x pertenecientes al dominio de la
funcién r son tales que r(x) pertenece al dominio de la funcién /. El
dominio de la funcién r(z) = 1++/11z + 3 es el conjunto [—2,00) y
su rango es el conjunto [1, 00). Luego,

r(z) € (—00,—2] <= =z €l

r(z) €[1,3] <= 1<1+4++V1lz+3<3
— 0<V1lz+3<2

— 0<11lx+3<4 puesxe[ 131,00)
— 3 <
1n-"="1n

r(z) € [6,00) <= 6<1+V1lz+3 < 5<V1lzx+3
— 20<1lz+3 <= 2<uz

establece que

(for)(x): 1+\/4—(7"(x)—1)2 , 8l x € [_%’ﬁ}



la cual se reescribe como
(For)(a) 1+ V1T -1z size[— 3 5]

or)(z) =
13+ V11lz +3) ,size[2,00)

Pregunta 3. Dada la ecuacion de la circunferencia

4y —dr4+6y—12=0
Halle:
a) (3 ptos.) El centro y el radio de la circunferencia.

b) (3 ptos.) La ecuacién de la recta tangente a la circunferencia
en el punto P(5,1).

Solucién: Haciendo completacién de cuadrados

Py —4dr+6y—12 = 0
2 —dr+yP+6y = 12
F—dr+4+y +6y+9 = 12+4+49

(x—2)* + (y+3)?* = 25 = 5

obtenemos una ecuacion para la circunferencia, equivalente a la an-
teior, de la cual se desprende que su centro es el punto (2, —3) y su
radio vale 5.

La recta tangente a la circunferencia en el punto P(5,1) es per-
pendicular a la recta que pasa por los puntos P y el centro de la
circunferencia, cuya pendiente es

Asi, la pendiente de la recta tangente es —3/4.
Conociendo que la recta deseada pasa por el
punto P(5,1) y su pendiente vale —3/4, su ecua-
cion viene dada por

3r+4y—19=0

y—1 _ -3
pues — = /4.




